Fonctions : Limites, continuité

1. Asymptotes
On appelle € la courbe représentative de la fonction f dans un repére donné.

 On dit que la droite d’équation y = ¢

est asymptote horizontale & € en +oco si f a pour limite ¢
en +oo. 2] /__,
Ici xl{rlloof(x) =3. -

La droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale a €
en +oo.

7

 On dit que la droite d’équation x = a est asymptote ver-
ticale a € si la limite de f en a par valeurs inférieures ou
supérieures est +0o ou —oo.
Ici lim_ f(x) = +oo0.
x—2
x>2
la droite d’équation x = 2 est asymptote verticale a € t T i

_— DN W s g

2. Continuité
On dit que f est continue en a si }in}lf(x) = f(a).

3. Théoreme des valeurs intermédiaires
Soit f est une fonction continue sur un segment [a, f].
Alors pour tout réel y compris entre f(a) et f(f), il existe au moins un réel x € [a, B] tel que y = f(x).
Si f est de plus supposée strictement monotone, alors le réel x est unique.
4. Regles opératoires concernant les limites
Limite d’'une somme

Si }er}lf(x) = ¢ ¢ 4 +o0o | —oo +00
Si %i_’n}lg(x) = v +oo0 | —00 | +oo | —o0 —00
alors lim (f +g)(x) = 0+0" | +oo | —o0 | +oo | —oco | 2222
Limite d’un produit
Si }if};f(x) = 4 ¢ non nul 0 +00 ou —co
Si lim g(x) = 4 400 0U —00 | +000U—0O | +000u—0o
alors lim (fg)(x) = .0 +00 2222 +o00

Limite d’'un quotient

Si lim () = ¢ t#0 ¢ | +0o| 0 | oo

¢' =0 et g(x) garde un

Si lim g(x) = 0 £0 signe constant au +o0 /' 0 +00
x—a voisinage de a
0
alors;in}l(i)(x): 7 oo 0 | +oo | 2222 | 2222
—a\g

5. Limite d’'une fonction composée
Si lim f(x) = bet Jl/1_»rrzg(y) = ¢, alors %er}lg(f(x)) =c.

6. Limite : théoréme d’encadrement (des gendarmes)
Les limites sont prises en un réel a, ou en —oo, ou en +oco.
On suppose que pour tout x dans I, g(x) < f(x) < h(x).

(a) Sigethontlaméme limite ¢, alors f converge et sa limite est £.

(b) Si g tend vers +oo, alors f tend vers +oo.

(c¢) Si htend vers —oo, alors f tend vers —oo.



Dérivée, fonctions sinus et cosinus

. Dérivée

On dit que f est dérivable en a de dérivée f’(a) si

f-fla _ flath-fx)
}1—%7_]0(“) ou };%T_f(m'
. Tangente

L'équation de la tangente au point d’abscisse a a la courbe représentative de f est:

y=f(@x-a+f(a

. Dérivabilité et continuité

Toute fonction dérivable est continue.
Mais il existe des fonctions continues qui ne sont pas dérivables.
. Sens de variation d’'une fonction dérivable

Si f’ est strictement positive (resp. négative) sur un intervalle I, alors f est strictement croissante (resp. décroissante) sur
1.

Si f’ estla fonction nulle sur un intervalle I, alors f est constante sur 1.

. Dérivées usuelles
fx) | k| x"(nez*) | Vvx | sinx | cosx | e | Inx
f/ (x) n—1 1 X 1
x) |0 nx"" —— | cosx | —sinx | e —
2\/x X
x>0 x>0 x>0
. Dérivées et opérations
. 1 u
fonctions | ku u+v uv — —
v v

14 l 14

I i
dérivées | ku | u +v, | uv+uv | -

| <
<
<
|
<
<

2 2
. Dérivée d’'une fonction composée

fonctions u” Vu sinu cosu el Inu

T T

Erive ! n-1 u ! ! i [ all u

dérivées | nu u —— | ucosu | —usinu | ue —

2y/u u
nez u>0 u>0

. Les fonctions sinus et cosinus

o Les fonctions cos: x— cosx et sin: x — sin x sont définies sur R et sont périodiques de période 2.
» Lafonction cos est paire sur R et la fonction sin est impaire sur R

» Les fonctions cos et sin sont continues et dérivables surReton a:
Pour toutréel x, cos’ x = —sinx et sin’x=cosx.

. Limites des fonctions sinus et cosinus

. sinx . cosx—1
Onalim —=1 et lim ——=0
x—0 X x—0 pY

ATTENTION : Les fonctions sinus et cosinus n’ont pas de limite en I'infini.



Fonction exponentielle
1. Dérivée
La fonction exponentielle est 'unique fonction f continue et dérivable sur R
telle que f' = f et £(0) = 1. Onnote e = f(1)

X —00 0 +00
exp’ (x) +
/+OO
€xp /1 (I
I
0 -6 -5 -4 -3

2. Propriétés
Pour tous réels a et b et pour tout entier 7 :

1 e a
ed+b — gapgh e b= _ ed—b_-__ e"d = (e ez =eb
eb eb
3. Limites
. ex -1 . X . X
lim =1 lim e* =+o0 lim e* =0
Xx—+o0o X X—+00 X——00
ex

4. Croissances comparées : Pour toutréel x: lim —=+co et lim xe *=0
x—+00 X x—+00

5. Fonction composée x — e*(¥)
Soit une fonction u définie et dérivable sur un intervalle I de R.
La fonction f définie sur I par f(x) = e*™® est dérivable sur I et, pour tout

xel, (%) =u (x)e¥™,
Fonction logarithme népérien
1. Logarithme népérien

On appelle logarithme népérien du réel strictement positif a I'unique réel b tel que a = e?. Pour tout réel a strictement
positifettoutréel b:lna=»bh < a= eb

2. Dérivée
La fonction In est définie, continue et dérivable sur ]0; +oo[ et, pour

1
tout x de ]0; +oo[, onaln’(x) = —.
X

In'(x) = 1 +
X

Inx /0 /

3. Propriétés
Pour tous réels a > 0, b > 0 et pour tout entier naturel n:

1
In(ab) = In(a) + In(b) ln(5)=—ln(b) ln[g)zln(a)—ln(b) In(@)" = nin(a) ln(\/ﬁ)=%ln(a)

4. Limites
. In(1+x) . .
im ————= lim Inx=+oco limInx = -o0
x—0 X X—+00 x—0
. . . Inx .
5. Croissances comparées: Pour toutréel x >0: lim —=0 et lim xlnx=0
X—+00 X x—+0

6. Dérivée de x — In(u(x))
Soit une fonction u dérivable et strictement positive sur un intervalle I, alors la fonction f définie sur I par f(x) = In[u(x)]
' (x)

u(x)

est dérivable sur I et, pour tout x € I, f’(x) =



Intégrale

1. Primitive
Une primitive d'une fonction f définie sur un intervalle I est une fonction F dérivable sur I et de dérivée f.
Propriété
Si F est une primitive de f sur un intervalle I, alors 'ensemble des primitives de f sur I est I'ensemble des fonctions qui
s’écrivent F + ¢ ol ¢ est une constante réelle.

Primitives usuelles
. 1 1 .
fx a x"(neN*) — — sinx CcoS X er
x2 x
xn+1 1
F(x) | ax+b +c ——+cC Inx+c | —cosx+c | sinx+c | e*+c¢
n+1 X .
R} ouR R

2. Intégrale:
Soit € la courbe représentative dans un repere orthonormal d'une fonction f continue et positive sur un intervalle [a, b].

b
On appelle intégrale de f sur [a, b] et on note [ f(2)dt I'aire comprise entre I'axe des abscisses, la courbe € et les droites
a

d’équations x =a et x = b.

—>f:f(x)dx

Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, ac I et be I.

\

X
Alors la fonction x — f f(t)dt est dérivable sur I de dérivée f. C’est I'unique primitive de f sur I s’annulant en a.
a

b
f f)dt=F(b)—F(a), ou F est une primitive quelconque de f sur I.
a

3. Propriétés de I'intégrale
f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, A, u deux réels quelconques et a, b, ¢ trois réels de I. Alors :

b c b
(@ [ f(t)dt=f f(t)dt+[ f(t)dt (Relation de Chasles).
a a c
b b b
(b) [ (Af+yg)(t)dt=l[ f(t)dt+y[ g(t) dt (linéarité).
a a a
b
(c) Si f estpositive sur I, alorsf f®de>0.
a

b b
(d) Sif(r) <g()surla,bl, alorsf f® dtgf g dt.
a a

4. Valeur moyenne
Soit f une fonction continue sur un segment [a, b] avec a # b.

1 b
On appelle valeur moyenne de f sur [a, b] le réel b—a [ fdz.
- a



Suites arithmétiques, Suites GEéométriques

. Récurrence

Pour démontrer par récurrence qu'une proposition &, est vraie pour tout entier naturel 7 :
e On vérifie que & est vraie.
« On suppose que pour un entier 7 quelconque, la proposition &7, est vraie.
Sous cette hypothese, on démontre que la proposition £, est vraie.
o Par récurrence on en déduit que la proposition £, est vraie pour tout entier naturel n.

. Suite arithmétique
On dit que la suite (uy) est arithmétique de raison r si pour tout entier naturel n, ona u,+1 —up =r.

Pour tout entier naturel n, Up=Up+nretup=up+((n-pr.
Pour tout entier naturel # non nul :
nn+1)
142+ +n=——
2
Uupg+ Un
g +uy + -ty = (n+ ) (2.

. Suite géométrique
On dit que la suite (1) est géométrique de raison g (g # 0) si pour tout entier naturel n, u;+1 = quy.

On a alors pour tout entier naturel n, up = upq" et uy = upq"—r?'
l_qfl+l
Sig#l, 1+q+q°+--+q" 1+q" = e

Sig=1, 1+qg+---+q"=n+1.

Convergence des suites monotones

. Suite bornée

La suite (1) est majorée s’il existe un réel M tel que pour toutneN, u

M.
La suite (uy) est minorée s'il existe un réel m tel que pourtout ne N, u m

n <
nz=

Si une suite est majorée et minorée, on dit qu’elle est bornée.

. Suite monotone

La suite (uy,) est croissante si, pour tout n € N, uy,4+1 = up.
La suite (uy,) est décroissante si, pour tout n €N, u,4+1 < Up.
. Limites et comparaison (Théoréme des "gendarmes")

(un), (vn), (wy) sont trois suites réelles et £ un nombre réel.
« Si a partir d'un certain rang v, < up < wp

et siles suites (v,) et (wy) convergent vers la méme limite ¢
alors la suite (1) converge et sa limite est ¢.

« Si a partir d'un certain rang u, < wp,

et si la suite (wy,) tend vers —oo quand n tend vers +oo

alors la suite (1) tend vers —oo quand 7 tend vers +oco.

e Si a partir d'un certain rang v, < up

et sila suite (v;) tend vers +oco quand n tend vers +oo

alors la suite (1) tend vers +oo quand 7 tend vers +oco.

. Théoréme

« Toute suite croissante majorée est convergente.

» Toute suite croissante non majorée tend vers +oo.

» Toute suite décroissante minorée est convergente.

» Toute suite décroissante non minorée tend vers —oo.

. Limite d’'une suite géométrique
Si—-1<r<1,alors lim r"=0.
n—oo
Sir>1,alors lim r" = +oo.
n—oo

Si r < -1, alors la suite (r"*) n’a pas de limite.



Nombres complexes

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, ¥, V).

1. Définitions, forme algébrique
Tout point M du plan de coordonnées (x, y) représente un nombre complexe z = x + iy, appelé affixe de M.
On appelle partie réelle de z : Re(z) = x et partie imaginaire de z : Im(z) = y.
On convient que iZ=-1.
L'addition et la multiplication ont les mémes propriétés que celles de R.
2. Conjugué
On appelle conjugué de ce nombre le nombre complexe z=x—1iy.
3. Module
On appelle module de z la distance OM.
Onnote |z|=r=0M = x2+y2=\/5.
Inégalité triangulaire : |z + zo| < |z1]+ 22|
4. Argument
On appelle argument du nombre complexe non nul z n’'importe quelle mesure exprimée en radians de 'angle (7, OM).
5. Forme trigonométrique
La forme trigonométrique de z est: z = r(cos@ + isin@).
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme module et méme argument a k27 pres.
6. Forme exponentielle
Pour tout réel 6 on pose : e
7. Regles de calcul :

10 = cos0 + i sin@. La forme exponentielle de z est: z = rel? ot r est le module de z.

* Produit: 21.22 = 21.22; |z1.22] = |21 1.|22] ;
arg(z].zp) = arg(zy) +arg(zp) + k27 (k€ Z)
Se résume par : ryel?1 x rpel®2 = pyrpel@1+02)
1 1 1 1 1
* Inverse: -l=2 |Z|=— ag|-|=-argzt+k2n(ke2)
z] z z| |zl z
. Z21) _ A 21| lal kal
* Quotient:| 7)== 170 arg| —| = arg(z1) —arg(zp) + k2n(k € 2)
22 22 22 |z2| K2
i0
el .
Se résume par: = _¢i1-62)
r2e192 r2



Probabilités : Conditionnement, indépendance

1. Probabilité conditionnelle

A et B sont deux événements tels que P(A) # 0.
el PRI P(ANB)

La probabilité de B sachant que A est réalisé est: P4(B) = W
2. Evénements indépendants

On dit que les événements A et B sont indépendants lorsque :

P(AnB) =P(A)P(B).

Siles événements A et B sont indépendants, les événements A et B le sont aussi.
3. Formule des probabilités totales

Ai,..., Ay sont des événements incompatibles de réunion I'univers (on dit qu’ils forment une partition de I'univers) et tous
de probabilité non nulle.

Alors la probabilité de tout événement B est égale a:

P(B)=P(A1NB)+..+ P(Ap NB) =Py, (B)P(A1) +...+ P4, (B)P(Ap).

/ B
4 =——"1®
Py~ PAB) —,

/

Variables aléatoires

1. Loi Binomiale
Epreuve de Bernoulli
C’est une expérience aléatoire présentant deux issues :
» L'une appelée «succes », de probabilité p
 Lautre appelée « échec », de probabilité 1 - p.
Loi Binomiale

On appelle X le nombre de succes obtenus lorsque on répéte n fois et de maniere indépendante une méme épreuve de
Bernoulli de paramétre p.

La loi de la variable aléatoire X s’appelle loi binomiale de parametres n et p.

n

Pour 0<k<n, P(X=k)=(k

)pk(l—p)n_k.
k

Lespérance de X est: E(X) = Z X P(X = x) = np.
k=1

k
La variance de X est V(X) = ) x2P(X = x;) — (E(X))* = np(1 - p).
k=1
Lécart-type de X est 0(X) = vV (X) = /npQ-p).

2. Variable aléatoire définie par une densité

On dit que la variable aléatoire X admet pour densité la fonction f continue sur I'intervalle I si pour tout segment [a, b]
inclus dans I,

b
P(X €la,b]) :f fdte.
a

3. Loi uniforme
On dit que la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [0; 1] si X admet pour densité la fonction f égale a 1 sur I = [0;1].



4. Loi exponentielle

On dit que la variable aléatoire X suit la loi exponentielle de parameétre A > 0, si X admet pour densité la fonction f définie
par:
Vie[0;+ool, f(1)=Me M,

Lespérance de X est E(X) = %

La loi exponentielle est une loi sans mémoire, sans vieillissement :

Pour tous réels ¢ et h strictement positifson a : PX)t(X >t+h)=P(X > h).
5. Loi normale

On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi normale centrée réduite, si elle admet pour densité la fonction f définie sur
2

R arf(t)—Le 2
P Nz

K suit la loi

On dit que la variable aléatoire X suit la normale de moyenne p et d’écart-type o sila variable aléatoire Y =
normale centrée réduite.
6. Théoreme de Moivre Laplace et intervalle de fluctuation
Xy est une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parametres n et p.
Alors pour tous les réels a et b telsque a< b :
e lim P(ag Xn—np_ <b) =fbie—%dt.
a

n—-+oo /np(l—p) = \/ﬁ

X
e Donc pour toutréel a dans ]0,1[ona: lim P (—ne In) =1-a,
n—+oo n

vpad- vpa-
ol I désigne l'intervalle | p — uq pa—p) Pt Ug Pa-p
vn vn
Ug 2

1
et uy est'unique réel strictement positif tel que —e Zdt=1-a
—ug V21

I, est appelé intervalle de fluctuation asymptotique de la fréquence F;; au seuil de sécurité 1 — a.

up,05 =~ 1,96 et ug o1 ~2,58.



Géométrie dans 'espace

1. Vecteurs dans I'espace
Soient 1, ¥ deux vecteurs de I'espace non colinéaires et & un vecteur de I'espace.
On dit que les vecteurs %, U, W sont coplanaires si il existe deux réels a et b vérifiant: W = au = +bW.
Si les trois vecteurs 17, U3, i3 sont non coplanaires, alors tout vecteur v de I'espace se décompose en fonction de ces vec-
teurs : Il existe trois réels ay, ap, ag uniques (appelés composantes) tels que U = a1 U] + ax U + ag u3.
2. Droites et plans de 'espace

La droite passant par le point A(x4, y4,z4) et dirigée par le vecteur U (a, b, c) non nul est 'ensemble des points M(x, y, z)
» > - e . )y L. —> —
de I'espace tels que les vecteurs AM et u sont colinéaires : Il existe un réel ¢ vérifiant AM =t .

X=at+xy
Une équation paramétrique de cette droiteest:{ y=Dbt+yy4
Z=Cl+zp

Le plan passant par le point A(x4,y4,24) et dirigé par les vecteurs % (a, 8,7) et U (a’, 8/,y") non colinéaires est 'ensemble

des points M(x, y,z) de I'espace tels que les vecteurs (m U, ;7) sont coplanaires :

Il existe deux réels t, ¢’ vérifiant: AM = £ 71 + t'y
x=xp+at+a't

Une équation paramétrique de ce planest:{ y=ys+pt+p't
z=zp+yr+y't

/

3. Intersection de droites et plans dans 'espace
Intersection de deux droites
Lintersection de deux droites non coplanaires est vide.

Lintersection de deux droites coplanaires distinctes est :
— soit vide (droites paralleles)

— soit réduite a un point (droites sécantes)

Intersection d’'une droite et un plan

Lintersection d'une droite et un plan peut étre :
— Réduite a un point (ils sont sécants)

- Egale ala droite (droite incluse dans le plan)
— Vide (droite strictement paralléle au plan)
Intersection de deux plans

Lintersection de deux plans peut étre :
- Egale a une droite (plans sécants)
— Vide (plans paralléles)

4. Produit scalaire
La norme d’un vecteur % de I'espace de coordonnées (x, y, z) dans un repére orthonormal est : 17N = \/x2 + y2 + 22,

Le produit scalaire des vecteurs non nuls U et U de I'espace de coordonnées respectives (x, y,z) et (', y’ 2 est UT
xx'+yy +z7.
Propriétés du produit scalaire
Quels que soient les vecteurs U, V,wetlesréels a,b:
uUv=7.u U.(aV+bW)=au.T+bU.W .7 =173
Vecteurs orthogonaux
On dit que les vecteurs non nuls AB et CD sont orthogonaux siles droites (AB) et (CD) sont orthogonales.
Les vecteurs U et U sont orthogonauxsi et seulement si 7.7 = 0.
5. Equation cartésienne d’'un plan dans un repére orthonormal
On appelle vecteur normal d'un plan tout vecteur non nul orthogonal a tous les vecteurs directeurs du plan.
Iiplan passant par A(x4,¥ya,z4) et de vecteur normal 7i(a,b,c) est 'ensemble des points M(x, y,z) de 'espace tels que
AM. U =0.
Une équation cartésienne de ce plan dans un repére orthonormal est :
a(x—x4)+b(y—ya)+c(z—z4) =0soitdelaforme ax+by+cz+d =0.
Réciproquement une équation de la forme ax+ by + cz + d = 0 ol a, b, c sont trois réels non tous nuls, est I'équation d'un
plan.

Dans un repére orthonormal, le vecteur 7 (a, b, ¢) est normal a ce plan.



